Losungen von Ubungsblatt 5
Algorithmen (WS 2018, Ulrike von Luxburg)

Losungen zu Aufgabe 1

2)

Bezeichne G den gemifl Aufgabenstellung konstruierten Graphen.
1: function ATTACKMCP(G)

2: (Vi,...,Vn) + SCC(G) > Finde alle starken Zusammenhangskomponenten von G.
3: E«— D > Initialisiere eine leere Kantenmenge fiir "Meta-Kanten” zwischen den V;’s.
4 fori,j=1...N do

5: if JueV;,FveV;:u—vthen > Wenn irgendeine Kante aus V; nach V; fiihrt.
6: E+—EU{V, =V} > Fiige £ eine Meta-Kante von V; nach V; hinzu.
7 end if

8 end for

9: I+ 0 > (minimale) Menge zu infiltrierender Module.
10: fori=1...N do

11: if InDegree(€E,V;) =0 then > Wenn keine Meta-Kante nach V; fiihrt.
12: I + I U CHOOSEANY(V;) > Fiige I irgendeinen Knoten aus V; hinzu.
13: end if

14: end for

15: INFILTRATEANDELIMINATE(T) > Infiltriere die Module aus I und eliminiere MCP.

16: end function

Die Zeilen 1-8 konstruieren einen neuen "Meta-Graphen” G = ({V1,...,V,,}, &), dessen Knoten
die starken Zusammenhangskomponenten von G sind. Eine Kante V; — V; wird erstellt, wenn
irgendein Knoten in V; direkt abhéngig von irgendeinem Knoten in V; ist (und somit jeder Kno-
ten in V; direkt oder indirekt abhéngig von jedem Knoten in V; ist). Die Zeilen 9-14 bestimmen
nun all diejenigen Zusammenhangskomponenten, die unabhéngig von allen anderen sind, und
wahlt aus diesen jeweils ein beliebiges Modul aus. Zeile 15 fiihrt schlieBlich die Infiltrierung aller
Module aus I aus, sowie die abschlielende Eliminierung des MCP.

Jedes Modul m € V liegt in irgendeiner Zusammenhangskomponente V;. Falls V; in G keine
eingehende Kante hat, so wird in Zeilen 11-12 irgendein Modul aus V; zur Infiltrierung aus-
gewdhlt, wodurch aufgrund des starken Zusammenhangs in V; auch m direkt oder indirekt
eliminiert wird. Falls hingegen V;, — V; existiert, so wird m direkt oder indirekt von allen
Modulen aus Vi heraus erreicht. Induktiv ldsst sich dies bis auf eine unabhéngige Zusammen-
hangskomponente zuriickfithren, welche wieder dem ersten Fall geniigt und infiltriert ist. Also
wird letztlich jedes Modul aus G eliminiert.

Um alle Module auszuschalten, muss aus jeder Zusammenhangskomponente, die nicht von ei-
ner anderen abhingt, mindestens ein Modul zur Infiltrierung ausgewahlt werden. Andernfalls
wiirde keines der Module dieser Zusammenhangskomponente infiltriert, und somit das MCP
nicht komplett eliminiert. Da |I| der Anzahl solcher unabhéngigen Zusammenhangskomponen-
ten gleicht, ist |7| minimal.

Siehe Uploads im Moodle. Falls man keinen zufélligen Graphen benutzt, sondern den gegebenen
kleineren Graphen, ist die minimale Anzahl der zu infiltrierenden Module 3.

Losungen zu Aufgabe 2

a)

b)

Ja, dieses Problem ist wohldefiniert. Es gibt nur endlich viele einfache Pfade in G, einer von
diesen muss minimale Lange haben.

Zunéchst grundsétzliches zum Problem:

e Falls es in einem Graphen Zyklen (oder in einem ungerichteten Graphen auch nur einzel-
ne Kanten) mit insgesamt negativem Gewicht gibt, so gibt es keinen kiirzesten Pfad im
Graphen, sehr wohl aber einen kiirzesten einfachen Pfad (siehe (a)). Der Bellman-Ford-
Algorithmus in seiner urspriinglichen Form sucht nicht gezielt nach einfachen Pfaden, im
Falle von Zyklen mit negativem Gewicht gibt er FALSE zuriick.



e Der Bellman-Ford-Algorithmus berechnet nur Pfade, die von einem festen Startknoten S
aus zu allen anderen Knoten gehen. Wir beschreiben im folgenden daher das Problem, die
Lange eines kiirzesten einfachen und von einem festen Knoten S ausgehenden Pfades zu
bestimmen. Eine Losung des allgemeinen Problems ergibt sich unmittelbar durch Losung
dieses Problems fiir jede mogliche Wahl von S (mit anderen Worten: jeder Knoten wird
einmal als S gew&hlt).

Unsere Idee besteht darin, den Bellman-Ford-Algorithmus dahingehend zu adaptieren, dass
wann immer er einem Knoten v einen neuen gegenwéirtig kiirzesten Pfad 7 zuweisen mochte,
in dem v schon einmal vorkommt (abgesehen davon, dass v jetzt neuer Endknoten wird), dies
unterbunden wird, denn dann wére der Pfad ja nicht einfach. Und nochmal: Im normalen
Bellman-Ford-Algorithmus wiirde das auf negative Kreise hindeuten, aber die sind ja in dieser
Anwendung nicht schlimm.

Ganz so einfach ist es aber leider nicht, aus folgendem Grund: Fiir jeden Knoten hilt der
Algorithmus nur einen gegenwértig kiirzesten Pfad aufrecht. Falls der Algorithmus zum Knoten
u einen Pfad 71, der v enthéilt, gespeichert hat und der Algorithmus v den Pfad “zuerst mq,
dann die Kante von v nach v” zuweisen mochte, wird dies unterbunden, obwohl womdglich ein
Pfad m zu u existiert, der die gleiche Linge wie m; hat und v nicht enthéilt. Wir machen uns
diese Situation an folgendem Beispiel bewusst:

7N
N

Wir durchlaufen die Kanten in folgender Reihenfolge:

(S,A), (AS), (AB), (BA), (B,C), (CB), (CS), (50), (CA)

Dann passiert im ersten Durchlauf der &ufieren for-Schleife (Zeile 2 im Pseudo-Code aus der
Vorlesung) zunéchst folgendes:

A.dist = 1 tiber S,A
B.dist = 2 iiber S,A,B
C.dist = 3 tuber S,A,B,C

Wann immer wir nun RELAX(C,A) aufrufen, so wiirde dies eigentlich zu einem kiirzeren Pfad
zu A fithren. Da in diesem (zu C iiber S;A,B,C und dann die Kante von C nach A) aber A
bereits vorkommt, wiirden wir dieses Update geméafl obiger Idee unterbinden. Nun gibt es aber
zu C noch einen anderen Pfad der Lénge 3, der A nicht enthélt — das Update fiir A: “zuerst
nach C, dann die Kante von C nach A” mdchten wir haben!

Hinweis: Ab hier war die urspriingliche Musterlosung falsch, aber ich lasse den
Text stehen, um fruchtbare Diskussionen anzuregen.

Losung des Problems: Wir speichern fir jeden Knoten alle moglichen gegenwértig kiirzeste (und
einfache) Pfade zu diesem Knoten. Bei Aufruf von RELAX fiir eine Kante (u, v) wenden wir obige
Uberlegung (d.h. Uberpriifen, ob v nur als Endknoten vorkommt) auf jeden fiir u gegenwiirtig
gespeicherten Pfad an und speichern alle sich daraus ergebenden, gegenwirtig kiirzeste und
einfache Pfade fiir v. Auf diese Weise berechnen wir fiir alle Knoten ¢ alle kiirzesten einfachen
Pfade mit Startknoten S und Endknoten ¢ (ein formaler Korrektheitsbeweis verlauft vollig
analog zum Korrektheitsbeweis des gewohnlichen Bellman-Ford-Algorithmus) und finden damit
auch einen kiirzesten einfachen Pfad mit Startknoten S.



Was ist hier schief gelaufen? Die Idee “Wir speichern fiir jeden Knoten alle méglichen gegen-
wartig kiirzeste und einfache Pfade zu diesem Knoten” funktioniert leider nicht. Betrachten
wir folgendes Beispiel.

Wir fiigen die Kanten in folgender Reihenfolge hinzu:

(s,), (t,2), (z,9), (y,1), (s,2).

Wenn wir nun den kiirzesten einfachen Pfad von s nach ¢ finden wollen, sehen wir schon, dass
der Weg tiber x und y verlduft und eine Lange von —7 hat. Doch was macht der Bellman-Ford
Algorithmus, wie wir ihn bisher beschrieben haben? Schon im ersten Durchlauf der Kanten
wird fiir = ein kiirzester einfacher Pfad tiber ¢ mit Lidnge —9 abgespeichert. Der einfache Pfad
von s nach x wird nicht abgespeichert, weil er Lange 2 hat, also ldnger ist, als der Weg tiber
t. Wie gesagt: Wir wollten alle einfachen und kiirzesten Pfade speichern. Darum verwerfen wir
den direkten Weg von s nach z. Wenn nun der Algorithmus die Kante von y nach t betrachtet,
stellt er fest, dass der bisherige Pfad schon iiber ¢ lief, und somit nicht einfach wére. Der einzige
kiirzeste einfache Pfad, der fiir ¢ gespeichert wird, ist der direkt Weg von s nach ¢ der Lénge 1.

Der Kern des Problems liegt im Induktionsschritt des Korrektheitsbeweises. Er beruht auf der
Tatsache das Teilpfade kiirzester Pfade auch kiirzeste Pfade sind. Stimmt das auch fiir einfache
Pfade? Wie am obigen Beispiel zu sehen ist, nein!

Darum bleibt uns nichts anderes iibrig als alle (einfachen!) Pfade zu speichern.

¢) Nein, wir berechnen ja tatsichlich fiir alle Knoten ¢ alle einfachen Pfade mit Startknoten .S und
Endknoten t.

Betrachte nun einen ungerichteten vollstdndigen Graphen G mit n Knoten, d.h. je zwei Knoten
sind durch eine Kante miteinander verbunden. Einer dieser Knoten sei als S ausgezeichnet.
Alle Kanten, die S enthalten, haben Gewicht n und alle anderen Kanten haben Gewicht —1.
Dann ist jeder einfache Pfad mit Startknoten S, der alle Knoten von G enthélt, ein kiirzester
einfacher Pfad von S zu seinem Endknoten (der Lange 2). Die Anzahl solcher Pfade ist gegeben
durch (n —1)! und damit ist die worst-case Laufzeit unseres Verfahrens superpolynomiell in der
Anzahl an Knoten.

d) Ja, falls

e ( gerichtet ist und keine Zyklen mit negativem Gewicht besitzt, dann kann jeder kiirzeste
Pfad in G zu einem einfachen Pfad gleicher Lange gemacht werden; das Problem ist also
aquivalent dazu, die Lange eines kiirzesten Pfades in G zu bestimmen (in diesem Fall ist
dieses Problem wohldefiniert!) und kann mit dem gewohnlichen Bellman-Ford-Algorithmus
gelost werden,

e (Spezialfall von obigem) G gerichtet ist und tiberhaupt keine Zyklen besitzt, dann ist jeder
Pfad in G einfach und das Problem kann natiirlich auch mit dem gewohnlichen Bellman-
Ford-Algorithmus geldst werden.



